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1. EINLEITUNG 
In der vorliegenden Note sollen die einfachen Bestandteile einer verschrankten 
Gruppenalgebra (k, G,f) einer endlichen Gruppe G tiber einem Zahlkorper k 
zu einem zentralen Faktorensystem f: G x G -+ k* untersucht werden. Zur 
Definition der verschrlnkten Gruppenalgebra und ihrer grundlegenden Eigen- 
schaften sei auf [4, V, $231 und [I 1, $41 verwiesen. Fur das triviale Faktoren- 
system f F 1 erhalt man die gewijhnliche Gruppenalgebra (k, G); hierfiir 
wurde das entsprechende Problem im wesentlichen von Witt [lo] gel&t. 
Unter Benutzung der Theorie der zentraleinfachen Algebren tiber einem 
Zahlkorper [2] werden im Folgenden die Indizes der einfachen Bestandteile 
von (k, G, f) durch die Indizes gewisser zyklischer Algebren charakterisiert. 
Es sei bemerkt, da8 jede zentraleinfache Algebra iiber einem Zahlkiirper 
Phnlich zu einem Bestandteil einer verschrtikten Gruppenalgebra ist, vgl. l-71. 
Die vorliegende Note setzt die entsprechende Untersuchung fiir den nil- 
potenten Fall [9] fort. 
2. ZUR MIZTHODE 
finlich wie in der linearen Theorie kann man das Problem darauf zurtick- 
fihren, da8 in der verschriinkten Gruppenalgebra (k, G, f) die endliche Gruppe 
G k-elementar ist, vgl. [8, S. 5831. Auf die k-elementare Gruppe G wenden wir 
dann die “Methode der kleinen Gruppe” (“Mackey’s little group method”) 
in einer geeigneten Weise an. Zur ErKuterung dieser Methode sei G eine 
beliebige endliche Gruppe, k ein Zahlkiirper, f: G x G -+ k* ein zentrales 
Faktorensystem und (k, G, f) die entsprechende verschrankte Gruppenalgebra. 
Sei weiterhin N 4 G ein Normalteiler von G (fur einfaches G kann das Problem 
vollsttidig auf ein entsprechendes Problem der linearen Darstelhmgstheorie 
zuriickgeftihrt werden, vgl. [8, (1.2) und (1.17)]), sei x ein absolut irreduzibler 
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projektiver f-Charakter von G mit dem einfachen Bestandteil A(G, x) van 
(K, G, f). Das Zentrum von A(G, X) ist k(x) =: K. Sei 4 ein absolut irreduzibler 
Bestandteil von ResNG(x) mit dem einfachen Bestandteil A(N, $) von (K, N, f). 
Fur x E G und n E N setzen wir: 
p(n) := 0+(x, n) q5(xnx-1) (2-l) 
mit ocj(x, n) := f(x, n)f(xn, x-l)/f(x, x1) und definieren die Tragheitsgruppe 
I: = I(#) : = {x E G 1 c” = +} und die Trlgheitsfaktorgruppe F : = F(#) := I/N. 
Im Hinblick auf die spatere Anwendung nehmen wir an, da13 die Charakter- 
kijrpererweiterung K(+) 1 K normal-mit Galoisgruppe G(K, $)-ist und 
definieren 
Al := GM’~~, 0 E W-C 4) (2.2) 
0 
und I, : = {x E G 1 p = p fur ein cr E G(K, 4)); sz($) bezeichnet den Index 
von A(N, 4). Es gilt I < I, . Wieder im Hinblick auf die spgtere Anwendung 
nehmen wir an, daI3 III G normal ist. Die im folgenden Hilfssatz zusammen- 
gefa.Bten Aussagen sind zum Teil aus der linearen Theorie, insbesondere aus 
[5, 921 und aus [3, (3.2)] iibertragen. Beweise findet der Leser in 19, $41. 
(2.3) H ILFSSATZ. Es gibt einem absolut irreduziblen projektiven f-Charakter 4 
won I mit der Eigenschaft x = IndP(t) und Res,Yf) = m * 4 fiir ein m f &J. 
Fur den absolut irreduziblenprojektiven f-Charakter 5 := Indp([) gilt: K = K(c), 
also A(G, X) iihnlich zu A(I,, , 5). Der einfache Bestandteil A(I, 5) won (K, I, f) 
ist der voile Zentralisator won K(+) in A(I,, , LJ. Insbesondere gilt K(f) = K(4). 
Ferner exists&en won 4 und der Erweiterung I-+ N --+ I --+F + 1 abhiinpige 
zentrale Faktorensysteme s: I x I -+ K(4)*, t: F x F-+ K(4)* und jeweils ein 
absolut irreduaibler projektiver s-Charakter $ won I worn Grade d(l) und ein 
absolut irreduzibler projektiver t-Charakter p won F worn Grade m, so daJ3 
fjr = s . infJ(t), f  = 6 . Inf,‘(p). Der einfache Bestandteil A(F, p) won (K, F, t) 
hat das Zentrum K($) und i&r K(4) gilt die Zerlegung A(I, S) s A(N, 4) @ 
A(F, p). Die Faktorgruppe I& ist isomorph xur Galoisgruppe G(K, 4) der Erweite- 
rung K(d) r) K. SchlieJlich existiert ein durch das xentrale Faktorensystem 
f: I,, x I,, + k* und die Gruppenerweiterung 1 -+ I -+ I,-, + IO/I ---f 1 bestimmtes 
Faktorensystem c: G(K, 4) x G(K, +) -+ K(+)* (im Sinne der Galoiskohomologie), 
so day der Index s&) won A(G, x) gleich dem Produkt des Index won A(I, I) und 
des Index des zu c gehiirigen verschriinkten Algebrenproduktes F(K($)/K, c) ist. 
Bei der entscheidenden letzten Aussage wird die volle Theorie der zentral- 
einfachen Algebren iiber einem Zahlkiirper benutzt, vgl. den Beweis von (4.24) 
in [9]. 
Wir bemerken noch, dal3 fiir einen zentralen Normalteiler N a G die unter 
(2.1) definierte Funktion c+: G x N--f k* eine Paarung wird, vgl. [9, (4.2)]. 
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(Allgemein la& sich fur Untergruppen Gr , Gs < G mit [Gr , Ga] = 1 durch 
+(x1 , xs) :=f(xr , ~s)/f(~s , x1) eine Paarung q Gr x Ga + k* definieren, 
vgl. [I 1, (2.2)].) Hat ein absolut irreduzibler projektiver f-Charakter von N 
den Grad 1, so stimmt seine Tragheitsgruppe mit dem Linkskern der Paarung 
CQ: G x N+ k* iiberein. 
3. REDUKTION AIJF ZYKLISCHE ALGEBREN 
Sei nun k ein Zahlkorper, den wir uns in @ eingebettet denken, und G eine 
k-elementare Gruppe, also G insbesondere von der Form G = A x P (semi- 
direktes Prod&) mit einem zyklischen Normalteiler A und einer p-Gruppe P, 
so dal3 p zu 1 A 1 teilerfremd ist. Jede Unter- und Faktorgruppe von G ist 
wieder von dieser Form. 
Das Zentrum Z(G) von G hat die Form Z(G) = Z,(P) x Z,(A) n Z(P), 
wobei Z,(A) bzw. Z,(P) den Zentralisator von A in P bzw. von P in A 
bezeichnet. Fur Z(G) # 1 werden wir den Hilfssatz (2.3) zun%chst auf gewisse 
Normalteiler von Z(G) anwenden und im Falle Z(G) = 1 auf gewisse Normal- 
teiler der Kommutatorgruppe G’ von G. 
Sei also x ein absolut irreduzibler projektiver f-Charakter von G. Angenom- 
men nun Z(G) # 1. Im ersten Reduktionsschritt wahlen wir dann N = N1 
als den Rechtskern der Paarung q: G x Z(G) + k*. Jeder absolut irreduzible 
projektive f-Charakter 4 von Nr ist nach dem Schurschen Lemma eindimen- 
sional und hat als Tragheitsgruppe G. Aus (2.3) folgt daher A(G, X) E 
44, C) 0 -VWl, P> GX 4G/Nl, P) wegen 44, +) = K. 
Wir nehmen nun an, dal3 der Rechtskern der Paarung q: G x Z(G) -+ k* 
trivial ist und wahlen im zweiten Reduktionsschritt irgendeine zyklische Unter- 
gruppe N, des Kerns der symplektischen Paarung q: Z(G) x Z(G) --z k*, 
wobei wf(q y) : = f(~, y)/f(y, x). Sei + ein absolut irreduzibler Bestandteil 
von Res$%(x). Weil Na zyklisch ist, ist + eindimensional. Die Tragheitsgruppe 
stimmt mit dem Linkskern N,I der Paarung CQ: G x Nz -+ k* iiberein, und 
es gilt wegen der Trivialitat des Rechtskems: G/N,l g fiz := Hom(N, , C*). 
Der K&per K enthalt eine primitive Einheitswurzel der Ordnung exp(N,), 
und die Erweiterung K(+) 3 K ist eine Kummererweiterung mit Galoisgruppe 
G(K, 4) gg IO/N, . E s 1s unschwer zu erkennen, da13 IO/N2 s (N,/N,“)A, wobei ’ t 
Na’J mit dem Kern des durch q6 vermijge der Relation 4(x) 4(y) = f(~, y) $(xy) 
bestimmten Homomorphismus 6: N, --f C*/K* iibereinstimmt. Das ver- 
schr%nkte Algebrenprodukt r(K(#)/K, ) c aus (2.3) ist eine zyklische Algebra, 
eine sogenannte xykliscke Kummeralgebra. Der Index von A(G, x) ist gleich 
dem Produkt des Index von r(K($)/.& c) und des Index von A(N,l/N, , p). 
Wir nehmen nun an, dal3 sowohl der Rechtskern der Paarung q G x Z(G) -+ k* 
als such der Kern der symplektischen Paarung wj: Z(G) x Z(G) --+ k* trivial 
sind und wahlen im dritten Reduktionsschritt, nach evtl. VergrGRerung des 
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Grundkorpers und Abtiderung des zentralen Faktorensystems f gemaD (2.3), 
als zentralen Normateiler Na = Z(G). Da w,: Z(G) x Z(G) ---f k* nichtaus- 
geartet ist, besitzt Z(G) genau einen absolut irreduziblen f-Charakter 4 (vgl. 
[ll, (4.4)]), so daD + insbesondere nur an der Stelle 1 von 0 verschieden ist 
und daher die Tragheitsgruppe von r#~ mit G iibereinstimmt. Nach (2.3) gilt 
also A(G, x) s A(Z(G), 4) @ A(G/Z(G), p). Es ist bekannt [8, (3.7), (3.8), 
(3.9)], da0 ein einfacher Bestandteil einer verschrankten Gruppenalgebra einer 
abelschen Gruppe, insbesondere also A(Z(G),$), isomorph zu einem Tensor- 
produkt von zyklischen Kummeralgebren ist. 
SchlieRlich nehmen wir an, da0 das Zentrum Z(G) = Z,(P) x Z,(A) n Z(P) 
von G trivial ist. Das erzwingt Z,(A) = 1, somit eine Einbettung P c--+ Aut(A), 
also ein abelsches P und damit eine zyklische in A enthaltene Kommutator- 
untergruppe G’ von G. Sei N4 der projektive Kern von x. Es gilt dann A(G, x) E 
A(N, 7 +) 0 AWN, 7 P) zz A(GIN, 9 P) we g en A(N, , 4) z K. Wir nehmen 
daher an, dal3 x im projektiven Sinne treu ist. AuBerdem setzen wir auf Grund 
von (2.3) G = I, voraus. Wir wahlen jetzt fur Ns irgendeinen zyklischen 
Normalteiler von G’ von Primzahlordnung q. Sei 4 ein absolut irreduzibler 
Bestandteil von Resz5(X). Es ist 
ResEJx) = m + am& +” = m eoEGg *, qP fiir ein m E N. 
Daraus folgt, da13 der durch 4 bestimmte Homomorphismus 4: Ns + 63*/K* 
treu ist. Nun gilt fur den trivialen G-Modul K* die Zerlegung 
I-I*(G, k*) EZ IP(G, T(k)) x IP(G,F(k)), 
wobei T(k) den Torsionsteil und F(K) den torsionsfreien Teil von K* bezeichnet, 
vgl. [8, (1.2)]. Es folgt (b = &$a mit einer Funktion &: Ns -+ T(C) und einer 
Funktion 4s: N, *F(K), und die Erweiterung K(4) = K(&) 3 K ist eine 
Einheitswurzelk6rpererweiterung. Sie ist zyklisch wegen der Isomorphie 
G(K, 4) s G/I und der Einbettung G/Zc(N,) 4 Aut(&N,)) E (E/@)*. 
Insbesondere ist das verschrlnkte Algebrenprodukt r(K(+)/Iy, c) aus (2.3) 
zyklisch, eine sogenannte xyklische Kreiskiirperalgebra, und der Index von 
A(G, X) ist gleich dem Produkt des Index von r(K(+)/K, c) und des Index von 
AVIN, , P). 
Den hier beschriebenen ReduktionsprozeB nach den Normalteilern IVi , 
i= 1,2,3,4,5, wiederholen wir so lange, bis die entstehende Faktorgruppe 
I/Nd abelsch ist und zerlegen dann den entsprechenden einfachen Bestandteil 
A(I/Ns, p) gema [8, (3.7), (34, (3.9)1 in ein Tensorprodukt von zyklischen 
Kummeralgebren. 
Wir fassen das Ergebnis wie folgt zusammen. 
(3.1) SATZ. Sei k ein Zahlkiirper, G eine k-elementare tippe und 
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f: G x G + k* ein xentrales Faktorensystem. Dann ist der Index eines einfizchen 
Bestandteils 0011 (k, G, f) gleich dem Produkt der Indizes von zyklischen Kumme-r- 
algebren oder zyklischen Kreiskiirperalgebren. Diese Algebren lassen sich nach 
einem oben n&r beschriebenen ReduktionsprozeJ direkt aus der Struktur der 
Gruppe G bestimmen. 
Zur Herleitung expliziter Ergebnisse verwendet man das Hassesche Lokal- 
Global Prinzip. Die entsprechenden lokalen Algebren beschreibt man zweck- 
mtiiger Weise durch Normrestsymbole und benutzt dann explizite Rezi- 
prozitgtsgesetze [6] oder [1, S. 149 fFj. 
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